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Abstract: In order to study the Syracuse problen, one con.lectures
it has no cycles, In agree wjth it, we shour there are only a
flnlte nûnber of cycles having n local mlnlma, for every n, ard we
give a bound of their length.

Introductlon

Pour résoudre le problène encore ouvert de Syracuse (à savoir: les
sul tes l térées (ur)  déf in ies par uo e 0 ' l '  et

u.* ,  = f r (u.)  = 
{  

(Éu^+I) /z s l  un est  impair

\  un/z s l  un est  palr

f ln lssent-el les touJours par prendre la valeur 1?) nous nous intéressons à
l 'un des deux autres comportements a pr lor l  possibles de la sui te,  les
cycles distlncts de ! --t 2 -+ 1 , et généraltsons de façon élérnentalre une
observat ion fa l te par Davldson [3] ,  et  ut i l lsée par Steiner [6]  pour nontrer
qu' I I n'exlste pas de cycles de Ia forme uo -+ ur -9 . . . l.t"*rr=uo où
u91 ù1r . . . ,  uo- l  sont i tnpalrs et  u6r u6a1, . . .1 ùrçrr_1 pairs.

La forne la plus générale de cycle est constttuée de n successlons de
séquences lmpalrs-palrs, ou, ce qut revient au mêrne, de n séquences
crolssantes alternant avec des séquences décroissantes. Un résultat analogue
à I'exlstence d'un nornbre flnl seulenent de cycles de longueur donnée [2]
est  a lors obtenu:

Théorème

Pour chaque entier n, tl n'y a qu'ùn nonbre flnl de cycles
alternant n séquences d'entiers lnpalrs avec n séqvences d'entlers
pairs,

Pour Ie montrer, on trouve une naJoratlon de la longueur des cycles en
fonctlon de n, maJoratlon qul dépend de la précislon avec laquelle on peut
approcher ln 3/ln 2 par des rationnels, préclslon donnée par la théorle
des nombres transcendants t l ] ,  t6 l :

|r-ls < l# ++ | ,r r, r, € o{ , rr>z) n)

Dénonstration

SoIt nt et û'r les longueurs respectives des l-ènes séquences
crolssantes et  décrolssantes,  et

t r :=f , ] r r , ,  
" ' ,=Llrmr+n' t ,  

t r=fo,  i l '=r l 'n,  u1 =u", ,

l { '  est  a insl  la longueur du cycle,  dont les Ut sont les nlnlma locaux. On
peut supposer que Uo = uo est le plus petit d"entre eux:

Nous suivons [5] pour le plan de la dénonstration, en adoptant partout où
cela est  possible la fonct lon l térée plus générale fo ,  avec a>3 impalr  et
fo(x)  = (ax+l) /2 s i  x est  impair ,  x/Z s inon. Démontrons le lemme suivant

lna 
-  

I  n-In-Z 
- Ta-âu;E-Z lf

../"".. /unl+m'+na'.\

. . ; '  
\ " r" i - { ' r " '

uo{o sx'rynno

Leme 1:

lerme 2: O <

ar"Juo*

- 6rtJ yo +

Montrons d 'autre part  le

T

Par construction on a pour o=j=n :

r 't us = (+)', ur_t + +.[t+1", _ ,1
qu'une récurrence exprine en fonction de Uo:

z*'t u, = ,", uo . j"t], 2*'r,-t  ̂b1-Éu-t[t - t*t'-] el

ce qul perrnet en majorant le crochet par 1 de montrer que

2u't = (r * --=fir)r ""r
En effet  l l 'o  = l {o = I  montre que I ' lnégal i té est  vraie pour J=0, et  s l
e l le est  vraie à r 'ordre j - l  et  aux précédents alors avec les remarques
uItér ieures

z\ ' t l1o.zA'J l l ,

Ztr'k-r aÂr-ilk_r

( 
- l*a;)"-t 

u"*-t 
"f,J-Hr-r

= 
"t, uo (, . çh6),

ce qui  montre l ' lnégal l té (str icte) à I 'ordre j .  En en prenant le logar l thrne
à I 'ordre n on obt lent

It']:n z < n tn(r 
- a#O;) * u rr, 

" 
. 

" 
-+r; 

+ lr ln a
I

(3)

I  
-Jâ:T 4=r

I  
-Ja-z 4=r

lna
l.1, lrl 2
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Pour cela appl lquons

uo = (zn'

donc zf,' - ax > o

I

Pour le cas a=3, de

autrement di t

(2) à j=n pour déterntner Un=Uo>O:

- 
'") 

-t 
,T L:, .x'r-t .x-x*-t 

[, r*r*] (4) I

Leme 4: loc a
c = 

--::_rog z

< (a-2)( f*)"

, ( i " !1" -  (a-z)  ( j * )"  = (a-z) uo

( l )  et  des deux lennes découle I ' tnégal i té

Lerne 3:

En ef fet ,  en nul t ip l tant  (4)  par (ZA'-  aÉ)(a-Z) et
terme de gauche les multlples de 2 à la pulssance
pulssance de 2 dlv lse le terme de drol te sulvant

*'' . #"-z +
uo < 

1f2- n tlla (s)

donc sI  I 'on rnontre,  à n f lxé,  que uo est  par al l leurs minoré par ,x + B
où ,{>1 et B sont des réels ne dépendant que de n, les ltf vérlfiant (5)
seraient alors maJorés,  par conparaison d'une pulssance et  d 'une
exponentlelle. Comne les deux lemmes précédents s'écrivent encore

"++ <u'  .n**.  -h_z#Fz
la longueur l!' des cycles serait elle-nêrne maJorée, et le théorène serait
démontré (en notant à r 'a ide de (4) par exenple que uo est  déterminé par la
donnée des ar, et ra'1 , qul ne peuvent prendre qu'un nonbre flnl de valeurs
à l f '  f lxé).  La mlnorat lon de uo est  I 'obJet des deux lennes sulvants.

(11*ut z^r - (a-z)(#)" - (a-z) uo

d'après le lemme 3 i l  suf f i t  de montrer que

^(d; i )"  -  12,r ,_1 _*.z -  -  = maxl=1sn ( i )  ' - '  z^: .

cet te relat lon apparai t  s i  l 'on recherche re minrmun de ces maxima parnl
tous- les.n-uplets (ar1) de réels posi t i fs  de somne f lxée IT.  pour le n-uplet
réal isant ce minimun, grâce à la cont lnul té et  à la nonotonle de la fonct lon
dont on considère le maximun, le menbre de droi te de I ' inégal l té c i -dessus
est alors lndépendant de i, ce qul pernet de l'êxplicit.r, èt cela donne de
façon dlrecte le mernbre de gauche.

L'on vol t  a insl  que ce le lemne est  opt lmal sr  l 'on part  du lernme 3 et
s l  I 'on ne prend pas en cornpte d 'autres propr iétés éventuel les des (a1).

I

Corollaire:

En ut i l isant la mlnorat ion f t ,  > Z75OOO dédui te dans [4]  de calculs
par ordinateur,  condl t ion nécessaire à tout  cycle,  les résul tats de cet
art ic le pernettent de savolr  qu' i l  n 'y a pas de cycle avec n<13.

O. Rozler
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(6)

( 1=J=n)

réunissant dans le
lI' t-, 

+ n, , cette

"*{"-z)uo 
* 2' '  J-r.H-xr-r + {=l z"'*-r a}r-i lk-rl l  - t*l*]

qul est  ausst dlv ls lb le par , f , - tJ- t .  Or cè facteur est  lnpatr  6orr .  2t 'J-r"J
dlv ise aussl  I 'expresslon précédente div isée par la pulssance de a
ment lonnée. cet te expresslon étant str ictenent posl t ive el le est  minorée par
son dlv lsèur,  ce qul  pèrnet d 'avolr  après naJorat ion du crochet par l ,

la-z)uo > 2a'J-t,^) r-"J-t - I*1, z"'*-t a-HL-r

Sachant que M'y1 z t I5_1 ,  11 reste à appl lquer (3):

zx'r-r a-Hr-r = L:, 1t - ç=l;6)*-t

.  L l ,  (* | )__1 = (a_zt 
[ t ; ]_ l '_ ' ]
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